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Lôøi noùi ñaàu 

 
      Bieán ñoåi löôïng giaùc vaø haøm soá löôïng giaùc caùc em ñöôïc hoïc ôû lôùp 10 vaø lôùp 
11. Ñoù laø lyù thuyeát neàn taûng cho hoïc sinh böôùc ñaàu laøm quen moân Löôïng giaùc 
vaø tieán xa hôn nöõa laøm tieàn ñeà ñeå giaûi phöông trình, baát phöông trình löôïng 
giaùc, heä thöùc löôïng trong tam giaùc ... noùi chung nhöõng baøi toaùn lieân quan ñeán 
löôïng giaùc. 
 
 Saùch ñöôïc chia laøm hai phaàn 
Phaàn I : TÖÏ LUAÄN  
Bieân soaïn theo noäi dung 
 

A. KIEÁN THÖÙC CAÀN NHÔÙ 
 
B. VÍ DUÏ MINH HOÏA CAÙC CHUÛ ÑEÀ 

 
C. BAØI TAÄP TÖÏ LUYEÄN CAÙC CHUÛ ÑEÀ 

 
D. HÖÔÙNG DAÃN GIAÛI BAØI TAÄP TÖÏ LUYEÄN. 

 
Phaàn II: TRAÉC NGHIEÄM  
Goàm 120 caâu traéc nghieäm coù höôùng daãn vaø ñaùp aùn. 
 
      Duø ñaõ raát nhieàu coá gaéng nhöng cuõng khoâng theå traùnh khoûi thieáu soùt, raát 
mong quyù ñoäc giaû goùp yù ñeå nhöõng laàn taùi baûn saùch sau ñöôïc hoaøn chænh. Taùc 
giaû chaân thaønh caûm ôn. 
 
 
 
 

                                   PHAÏM TROÏNG THÖ 
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MOÄT SOÁ KÍ HIEÄU DUØNG TRONG SAÙCH 
ñpcm Ñieàu phaûi chöùng minh 
VT Veá traùi 
VP Veá phaûi 
  Suy ra 
  Töông ñöông 
  Taäp hôïp roãng 

*N   ... ,3 ,2 , 1*N  

Z  
Taäp hôïp caùc soá nguyeân 
 ... ,2 , ,0 , , ... 112 Z  

Z  Taäp hôïp caùc soá nguyeân döông 
R  Taäp hôïp caùc soá thöïc 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



5 

 
 
 
 
 
 
 
 

PHAÀN I TÖÏ LUAÄN 
 

 A. KIEÁN THÖÙC CAÀN NHÔÙ 
 

 1. Ñôn vò ño goùc vaø cung troøn, ñoä daøi cuûa cung troøn 
 

 a) Ñoä: Ta ñaõ bieát moät ñôn vò ño goùc laø ñoä 

R.
180

a
 daøi ñoä coù thì ) 360a0 ( a ño soá coù R  kính baùntroøn Cung 

061  ; 

 laø ño soá coù beït Goùc 

0 









π

061

180

0

0

 

b) Rañian ( Vieát taét laø rad ): Ñaây cuõng laø moät ñôn vò ñöôïc söû duïng nhieàu 
trong toaùn hoïc, khoa hoïc kyõ thuaät … 

 180rad  :ñoä sang  rañiantöø  Ñoåi 

. rad
180

.aa  : rañiansang ñoä töø  Ñoåi 

 
 rad  xem ta Ngöôøi 

0




















π

α
 α

π

π180

0

0

: thöùcCoâng

 

 

 2. Goùc vaø cung löôïng giaùc 
 

 a) Khaùi nieäm goùc löôïng giaùc vaø soá ño cuûa chuùng 

* Cho hai tia Ou, Ov. Moät tia Om quay quanh O luoân luoân theo chieàu 
döông (hay luoân luoân theo chieàu aâm) xuaát phaùt töø tia ñaàu Ou ñeán truøng vôùi 
tia cuoái Ov thì ta noùi tia Om queùt moät goùc löôïng giaùc coù tia ñaàu Ou, tia 
cuoái Ov. 
Kyù hieäu (Ou,Ov) 

 

O

m v

u

 

O

m v

u

 
 Chuù yù 
Quy öôùc choïn chieàu döông ngöôïc chieàu kim ñoàng hoà, chieàu aâm cuøng 
    chieàu kim ñoàng hoà. 
 Vôùi hai tia Ou, Ov thì coù voâ soá goùc löôïng giaùc coù tia ñaàu Ou, tia cuoái Ov. 
* Khi tia Om queùt moät goùc löôïng giaùc maø noù quay goùc 0a (hay  rad)α thì ta 
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noùi goùc löôïng giaùc ñoù coù soá ño 0a (hay  rad).α  
Do ñoù:  
Neáu moät goùc löôïng giaùc coù soá ño 0a (hay  rad)α thì vôùi moïi goùc löôïng giaùc 

cuøng tia ñaàu, tia cuoái vôùi noù coù soá ño rad), πα k2 (hay  k,360 .ka 00  Z  
 moãi goùc öùng vôùi moät giaù trò cuûa k .  
b) Khaùi nieäm cung löôïng giaùc vaø soá ño cuûa chuùng 

      Goïi BCOv ACOu  )(,)( , khi tia Om queùt neân goùc löôïng giaùc 
(Ou,Ov) thì ñieåm M chaïy treân (C) theo moät chieàu töø  ñieåm A ñeán ñieåm B. 
Ta noùi ñieåm M chuyeån ñoäng treân ñöôøng troøn ñònh höôùng vaïch neân moät 
cung löôïng giaùc muùt ñaàu A, muùt cuoái B, töông öùng vôùi goùc löôïng giaùc (Ou, 
Ov).  
 -Vaäy hai ñieåm A, B treân ñöôøng troøn ñònh höôùng xaùc ñònh voâ soá cung löôïng 
giaùc muùt ñaàu A, muùt cuoái B.   

 Kí hieäu:AB  
   Soá ño cuûa goùc löôïng giaùc (Ou, Ov) chính laø soá ño cuûa cung löôïng giaùc  

    töông öùng. 
 

M

B

A

(C )

O

m

v

u

 

M

B

A

(C )

O

m

v

u

 
 

 3. Ñònh nghóa giaù trò löôïng giaùc cuûa moät cung 
 

      Trong heä truïc toïa ñoä vuoâng goùc Oxy, cho ñöôøng troøn löôïng giaùc (C) taâm 
O, ñieåm goác A(1; 0)(ñöôøng troøn löôïng giaùc laø ñöôøng troøn ñònh höôùng coù 
baùn kính baèng 1 vaø treân ñoù choïn moät ñieåm laøm goác). 

 

(C)



t

y' t'

x' x

u

T

AH

M

K

S
Bu'

y

0
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. k,k  khiñònh xaùc cot  

. k,k
2

  khiñònh xaùc tan  

 cos sin  
cotg laø  hieäu kícoøn t tg laø  hieäu kícoøn tan

coâtang. truïc laø goïi uu truïc tang, truïc laø goïit t Truïc 
sin. truïc laø goïi Oyy truïc coâsin, truïc laø goïi Oxx Truïc 

 goùc cuûa  caùc laø cot ,tan ,sin ,cos

0)sin (vôùi  BS
sin
coscot  

0)cos (vôùi AT
cos
sintan  

yOKsin  

xOHcos  

:coù ta thì ) OM (OA, ñeå ) (C) y ;x M( laáy Neáu

        

        

        

           

M

M

MM

Z

Z

giaùc löôïng trò giaù





































παα

π
π

αα

α.1,α1   ; α1,α1

α.αco ,αα

αα α α α

α
α

α
α

α
α

α
α

α

α

α

   yùChuù

 

 

 4. Daáu cuûa caùc giaù trò löôïng giaùc 
 
 

Giaù trò 
 löôïng giaùc 

Cung phaàn tö 
I II III IV 

αsin      _  _  
αcos    _  _    
αtan    _    _  
αcot    _    _  

 
 
 

 5. Giaù trò löôïng giaùc cuûa moät soá goùc (cung) ñaëc bieät 
 
 

α  0 )0( 0  )(
6

0
30

π
 )45(

π 0

4
 )60(

π 0

3
 )90(

π 0

2
 

αsin  0 
2

1  
2

2  
2

3  1 

αcos  1 
2

3  
2

2  
2

1  0 

αtan  0 
3

1  1 3  ║ 

αcot  ║ 3  1 
3

1  0 
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6. Heä thöùc cô baûn 
 
 

 1.cossin 22
  αα  

). k,k (  
sin

1cot1

. k,k
2

  
cos

1tan1

. k,
2

  1cottan

).k,k ( 
sin
coscot

. k,k
2

  
cos
sintan

2
2

  

2
2

  

  

  

  

 Z

Z

Z

 Z

Z










 








 










 











πα
α

α

π
π

α
α

α

kπ
αα α

πα
α

α
α

π
π

α
α

α
α

 

 

 7. Goùc (Cung) lieân keát 
 

 Cung ñoái Cung buø 
 α α cos) cos(   α απ sin) sin(   
 α α sin) sin(   α απ cos) cos(   
 α α tan) tan(   α απ tan) tan(   
 α α cot) cot(   α απ cot) cot(   
 Cung phuï Cung hôn keùm

2
π

 

 
αα

π cos 
2

 sin 






   αα
π cos 
2

 sin 






   

 
αα

π sin 
2

 cos 






   αα
π sin 
2

 cos 






   

 
αα

π cot 
2

 tan 






   αα
π cot 
2

 tan 






   

 
αα

π tan 
2

 cot 






   αα
π tan 
2

 cot 






   

 Cung hôn keùm π  

 α απ tan) tan(   α απ sin) sin(   
 α απ cot) cot(   α απ cos) cos(   

   Chuù yù 
 

 

leû k, k,cos) kcos( ; chaün k, k,cos) kcos(

. k,sin) 1()ksin(  

leû k, k,sin) ksin( ; chaün k, k,sin) ksin(

  

k

  

ZZ

Z

 ZZ











απααπα

α πα

 απααπα
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. k,cot) kcot(

. k,tan) ktan(

. k,cos) 1()kcos(  

  
   

k

Z

Z

Z











απα

απα

α πα

 

 
 

 8. Coâng thöùc coäng 
 

  
 








 























Zk,k
2

 ,k
2

 ,k
2

   

tantan1
tantan)tan(   

tantan1
tantan)tan(  

sincoscossinsin
sinsincoscoscos  

   

π
π

βαπ
π

βπ
π

α

β α

βα
βα

β α

βα
 βα

β. αβ αβα

β. αβ αβα ∓

 

 

 9. Coâng thöùc nhaân ñoâi 
 

 








 














Zk,
2

k
4

 ,k
2

   
tan1

2tantan2  

12cos2sin1sincoscos2  

cos2sinsin2  

2

2222

ππ
α π

π
α

α

α
α

ααααα

α αα

 

 
 

 Coâng thöùc haï baäc 
 
 

 

 α.α

α
α

α
α

2
  

2
      

2
  

2coscos21
2

cos21sin     
2

cos21cos

 











  : yùChuù
 

              α.α 2
  2sincos21   

 

 Coâng thöùc tính ) k,1)(2k (  
2

tant theo tan ,cos ,sin Z πα
α

ααα    




























Zk,k
2

 
t1

2ttan

t1
t1cos

t1
2tsin

2  

2

2

  

2  

 π
π

αα

α

α

 

 

 10. Coâng thöùc bieán ñoåi toång thaønh tích 
 

 
2

cos
2

2sinsinsin  βαβα
βα


  

 
2

sin
2

2cossinsin  
βαβα

βα


  
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






 
















Zk,k
2

 ,k
2

  
coscos

)sin(tantan

2
sin

2
2sincoscos

2
cos

2
2coscoscos

  

  

  

π
π

β π
π

α
β α

βα
βα

βαβα
βα

βαβα
βα

 








 


 Zk,k
2

 , k
2

  
coscos

)sin(tantan   π
π

βπ
π

α
β α

βα
βα  

 
 

 11. Coâng thöùc bieán ñoåi tích thaønh toång 
 

  

 

 )sin()sin( 
2
1cossin

)cos()cos(
2
1sinsin

)cos()cos( 
2
1coscos

  

  

  

βαβαβ α

βαβαβ α

βαβαβ α













 

 

 12. Tính chaün leû cuûa haøm soá y = f(x) 
 

 























f(x).x)f(

xx
 neáu leû soá  haømlaø goïi f(x) 

f(x).x)f(

xx
 neáu chaün soá  haømlaø goïi f(x) 

 ñònh xaùc taäp vôùi f(x)y soá  haømCho

DD

DD

D

 

 

 13. Haøm soá tuaàn hoaøn  
 

 

 f. soá  haømcuûa  kìchu laø ñoù,  kieänñieàu maõn thoaûnhaát  nhoû döông T Soá

f(x).T)f(x vaø Tx ,Tx ,

:cho sao 0T soá coù  hoaøntuaàn soá  haømlaø  :f soá Haøm

x 



 DDD

RD

 

 

 14. Caùc haøm soá löôïng giaùc  
 

 a) Haøm soá y=sinx 

π;2  kìchu vôùi  hoaøntuaàn soá  haømLaø
leû; soá  haømLaø

; ñònh xaùc taäp Coù

   

   

   





 R
 

0).a ( 2T  kìchu coù b)sin(axy quaùt haøm Toång 
a

π
     : yù  Chuù  

moãi treân  bieánnghòch vaø k2
2

 ;k2
2

   khoaûngmoãi treân  bieán  Ñoàng 






  π
π

 π
π  
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1).  hình(ôû sin moät hình laø thò ñoà Coù  
]; ;[ ñoaïn thuoäc yù tuøy trò giaù moïi Laáy  

; k,k2
2

 ;k2
2

   khoaûng



 








 

11

π
3π

 π
π Z

 

b) Haøm soá y = cosx 
; ñònh xaùc taäp Coù  R  

 
 

2).  hình(ôû sin moät hình laø thò ñoà Coù  
]; ;[ ñoaïn thuoäc yù tuøy trò giaù moïi Laáy  

; k,)12k( ;2k   khoaûng
moãi treân  bieánnghòch vaø 2k ;)12k(   khoaûngmoãi treân  bieán Ñoàng

0).a ( 2T  kìchu coù b)cos(axy quaùt haøm Toång

2  kìchu vôùi  hoaøntuaàn soá  haømLaø 
chaün; soá  haømLaø 



















11

π π

π π

a

π

π;

Z

   

 

: yù   Chuù

 

 

 

x

1

1

Hình 1
2





2
O




2

3
2

y

 

x

1

1

Hình 2



2
O 

2
3
2

y

 
 c) Haøm soá y = tanx 

π;

 k π,
2

π

  kìchu vôùi  hoaøntuaàn soá  haømLaø  
leû; soá  haømLaø

;k \ ñònh xaùc taäp Coù  

  













  ZRD

 

3).  hình(ôû ñöùng

caän tieäm ñöôøng caùc laøm k,k
2

x thaúng ñöôøng caùc nhaän thò ñoà Coù  

;yù tuøy thöïc trò giaù moïi Laáy  

; k, k
2

 ;k
2

   khoaûngmoãi treân  bieán  Ñoàng

0).a ( T  kìchu coù b)tan(axy quaùt haøm Toång

 Z

Z










 









π
π

π
π

 π
π

a

π
   : yù    Chuù

 

 d) Haøm soá y = cotx 
 

π;

 k π,

  kìchu vôùi  hoaøntuaàn soá  haømLaø  
leû; soá  haømLaø  

;k \ ñònh xaùc taäp Coù  





  ZRD
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  ; k,1)(k ;k   khoaûngmoãi treân  bieánNghòch  

0).a ( T  kìchu coù b)cot(axy quaùt haøm Toång

Z



 π π

a

π
  : yù     Chuù

 

4).  hình(ôû ñöùng   
caän tieäm ñöôøng caùc laøm k,kx thaúng ñöôøng caùc nhaän thò ñoà Coù  

;yù tuøy thöïc trò giaù moïi Laáy  
 Z



π  

 

 

3
2


x

Hình 3



2
O 

2
3
2

y

 

22 3
2


x

Hình 4



2
O 

2
3
2

y

 
 

 15. MOÄT SOÁ DAÏNG TOAÙN THÖÔØNG GAËP CAÀN LÖU YÙ 
 

 Daïng 1 : Tính giaù trò cuûa bieåu thöùc 
 

 Phöông phaùp :  
+ Ta caàn coá gaéng phaân tích bieåu thöùc caàn tính : 
    Theo caùc haøm soá löôïng giaùc maø giaû thieát ñaõ cho bieát giaù trò. 
    Theo caùc haøm soá löôïng giaùc cuûa caùc goùc (cung) ñaëc bieät. 
+ Ñoâi khi ta söû duïng caùch giaûi ñaëc bieät laø döïa vaøo moät phöông trình löôïng 
giaùc coù lieân quan ñeán baøi toaùn. 

 

 Daïng 2 : Chöùng minh moät ñaúng thöùc löôïng giaùc daïng A = B ( giaû söû 
ñaúng thöùc caàn chöùng minh ñaõ coù nghóa) 

 

 Phöông phaùp : Ta duøng moät trong caùc phöông phaùp  
    Bieán ñoåi A thaønh B hoaëc B thaønh A (thoâng thöôøng ñaây laø phöông  
     phaùp bieán ñoåi phía phöùc taïp nhaát). 

  

0).(B 1
B
A0BABA ñoåi Bieán  

(ñuùng). BA...BABA ñoåi Bieán
C.B vaø CA ñoåi Bieán

nn  

  













11  

 

 Daïng 3 : Chöùng minh bieåu thöùc f(x) khoâng phuï thuoäc bieán soá x 
 

 Phöông phaùp : Ta duøng moät trong caùc phöông phaùp 

.(x)f minh Chöùng 
x.maët  coù  khoângf(x) thöùc  bieåuñoåi Bieán 

0


 

 Daïng 4 : Chöùng minh, ruùt goïn baèng caùch söû duïng toång soá höõu haïn 
hay tích höõu haïn 

 

 Phöông phaùp :  
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:sau nhö  hieänthöïc ta aaa  Tìm n21  S  
   Phaân tích 

  uua 211   (1) 
  uua 322   (2) 
 . . .  
  uua 1nnn   (n) 
 .u u :ñöôïc ta veá, theo veá ) (2),...(n (1), Coäng 1n1 S  
 

 Phöông phaùp :  
 

:sau nhö  hieänthöïc ta a...a.a  Tìm n21 P  
   Phaân tích 

 
2

1
1 u

u
a   (1) 

 
3

2
2 u

u
a   ( 2 ) 

 . . .  
 

1n

n
n u

u
a



  ( n ) 

 


1n

1

u
u

 :ñöôïc ta veá, theo veá ) (2),...(n (1), Nhaân P  
 

 Daïng 5 : Chöùng minh ñaúng thöùc löôïng giaùc coù lieân heä vôùi caùc goùc 
cuûa tam giaùc ABC 

 

 Phöông phaùp : Caàn hoïc nhôù caùc coâng thöùc bieán ñoåi löôïng giaùc, söû duïng 
π CBA . 

 

B. VÍ DUÏ MINH HOÏA CAÙC CHUÛ ÑEÀ 
 

 CHUÛ ÑEÀ 1 : KHAÙI NIEÄM GOÙC (CUNG) LÖÔÏNG GIAÙC, DAÁU 
CAÙC HAØM SOÁ LÖÔÏNG GIAÙC- TÍNH GIAÙ TRÒ  BIEÅU THÖÙC 

 

1. duï Ví  
 

 ñoä  ra rad
4

5
  Ñoåi

π
a)   ñoä  ra rad

6
11
  Ñoåi

π
b)  

  rañian ra72  Ñoåi 0c)   rañian.ra' ;108  Ñoåi 0
3012

0d)  
 

Giaûi 
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.
0

0

225 4
5 180

  rad
4

5


















 


π

π

π a)  

.
0

0

330 6
11 180

  rad
6

11


















 


π

π

π b)  

 rad.
72
5

 rad
180
12,5

 12,530'12       rad;
5

3
 rad

180
.108

108 

 rad.
5

2
 rad

180
.72

72 

000

0

ππππ

ππ








d)

c)
 

 Ví duï 2. Haõy vieát soá ño cuûa goùc π
π

3
4
 7

Ov) (Ou,   döôùi daïng πα k2    

     vôùi  .k,20 Z  πα  
Giaûi 

 
2. k,

4
3

 vôùi 4
4

3
3

4
3

 Ov) sñ(Ou, :coù Ta 
π

απ
π

ππ
π  

.k,k
4

Ov)(Ou, 

k,
2

kOv)(Ou, 

:ño soá coù giaùc löôïng goùc caùc giaùc löôïng troøn ñöôøng treân dieãn Bieåu

Zb)        

Za)        





 π
π

π

 3. duï Ví

 

 

Giaûi 
 a) Bieåu dieãn caùc ñieåm ngoïn 

cuûa Z k,
2

k Ov)(Ou, π coù  

4 ñieåm phaân bieät öùng: 

D. ñieåm
2

3Ov) sñ(Ou, :3k

C. ñieåmOv) sñ(Ou, :2k

B. ñieåm
2

Ov) sñ(Ou, :1k

A. ñieåm0Ov) sñ(Ou, :0k

















π

π

π

 
O

B

F

E

D

C
A

 

    treân. ñieåm 4 vôùi truøng ngoïn ñieåm caùc coù  
k

0k
     hay

k
4k

 thaáy Ta
















ZZ
 

 b) Bieåu dieãn caùc ñieåm ngoïn cuûa Z   k,k
4

Ov) (Ou, π
π coù 2 ñieåm phaân 

bieät öùng: 
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F. ñieåm

4
5Ov) sñ(Ou, :1k

E. ñieåm
4

 Ov) sñ(Ou, :0k









π

π

 

Ta nhaän thaáy 2 ñieåm naøy ñoái xöùng nhau qua goác toaï ñoä O vaø ta cuõng nhaän 

thaáy raèng 
















ZZ k
0k

     hay
k

2k
 coù caùc ñieåm ngoïn truøng vôùi 2 ñieåm treân. 

Nhaän xeùt : 

Neáu *NZ  n , k,
n

k360aOv) sñ(Ou,    hay
n

k2Ov) (Ou, sñ
0

0π
α thì 

seõ coù n ñieåm ngoïn treân ñöôøng troøn löôïng giaùc. 
cuûa daáu ñònh  Xaùc4. duï Ví  

 0cos136 a)  
4

5
sin 

π
b)  

 

5
2

cot
3

2
sin 

ππ








c)  .

000 90 0 vôùi ) cos(45  ααd)  
 

Giaûi 
 

.)cos(

0Vì

0.
5

2
cot

3
2

sin

25
2

0  Vì  0
5

2
cot

23
2

Vì  0
3

2
sin

 :coù Ta 

0.
4

5
sin

2
3

4
5

  Vì

.cos90 Vì

       

0

0

0α45

45α45450α9090α

ππ

πππ

ππ
π

π

πππ
π

0136180136

0

000000

000

























































  d)

c)

 b)

 a)

 

:thöùc  bieåucaùc trò giaù Tính 5. duï Ví  
 000 2cot90cos603sin30A a)  2

4
3tan

6
2sin

3
cosB 22 

πππ
b)  

 

4
tan5sin

4
3cot

2
4sin03cos

C 

22

π
π

π

π




c)  .

12
cot

12
tan

2
3cotD 222

3
πππ






 d)  

 

Giaûi 
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
















2

1

10513

1413

4

7
213

2

1
2

2

1

102
2

1

2

1
3

2

2

2

..
..C 

.B 

..A 

2

c)

b)

a)

 

  ..D 1103
322 d)  

 

 CHUÛ ÑEÀ 2 : HEÄ THÖÙC CÔ BAÛN 
 

.18090  vaø  2tan bieát cot ,sin ,cos Tính 00  ααααα6. duï Ví  
 

Giaûi 
 























2
1

tan
1cot  :cot Tính 

5
2

5
12)(costansin  :sin Tính 

).18090 (do  
5

1cos    

5
1cos

cos
12)(1

cos
1tan1  :cos Tính 

00

2
2

2
2

2

α
αα

α ααα

αα

α
αα

αα

 









α

α

ααα

π
απ

5

4
α

cot1
cot1A thöùc  bieåucuûa trò giaù Tính 

cot,tan,cosTính 
2

3  vaø  sin Cho 

b)        

a)        

7. duï Ví

 

 

Giaûi 
 














 







4
3

tan
1cot   ;

3
4

5
3
5
4

cos
sintan  :tan Tính    

2
3 do      

 
5
3cos

25
9

25
161sin1cos  :cos Tính 22

α
α

α

α
αcotα α;

π
απ

ααααa)

 

 

7.

4
31

4
31

A 



b)  
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π.α
π

α

α

α

α


















2
 vôùi 

sin1
sin1

sin1
sin1C 

xtan1xx)tancos(1B 
cosxsinx

xcosxsinA 

:sau thöùc  bieåucaùc goïnRuùt 

222

33

c)        

b)        

a)        

 8. duï Ví

 

 

Giaûi 
 

x.cosxsin1        
xcos
xsin

xcos1xtan1xxtancosxtanB 

sinxcosx.1
cosxsinx

x)cossinxcosxxcosx)(sin(sinx
A

22

2

2
22222

22











b)

 a)

 








 















0cos
2

 do   

  2tan
cos
2sin

sin1

sin1sin1C neân  
0sin1
0sin1

  Vì 
2

απα
π

α
α

α

α

αα

α

α
c)

 

x.tan
xsinx2sinxsinxcos
xcosx2cosxcosxsin 

xxcos2sinxxcos4sin1xcosxsin 

xsin x.tanxsinxtan 

:minh Chöùng 

6
6424

6424

442288

2222










c)        

b)        

a)        

9. duï Ví

 

 

Giaûi 
 

(ñpcm). xxcos2sinxxcos4sin1          

b2a4ab1b2ab4a4ab1b2a2ab)(1          

b2a2ab]b)[(ab2a)b(abaVT    

1baxcos bvaø xsinaÑaët

(ñpcm) xxsintan
xcos

xxsinsin
xcos

x)cosx(1sin
xsin

xcos
xsin

VT 

4422

222222222

22222222244

22

22
2

22

2

22
2

2

2














  b)

a)

 

2224

2224

4224

4224

)n xsinx(1sinxcos
x)cosx(1cosxsin

x)sinx2six(1sinxcos
x)cosx2cosx(1cosxsin

VT 








c)  

 

  
(ñpcm). xtan

xcos
xsin

          

xxcoscos
xxsinsin

x)sinx(1cos
x)cosx(1sin

xxcossinxcos
xxsincosxsin

         

6
6

6

24

24

24

24

424

424














 



18 







cosx1
sinx

sinx
cosx1    raèngminh Chöùng .10 duï Ví  

 

Giaûi 
 

ñpcm.
(ñuùng) 1xcosxsin                                

xsinxcos1sinxsinxcosx)cosx)(1(1
cosx1

sinx
sinx

cosx1

22

22











 

 
 

x).cosx(sinx)xcossinxcosx2(sinB 

tanx)(cotxtanx)(cotxA 

x thuoäc  phuï khoângsau thöùc  bieåucaùc minh Chöùng 

8822244

22





b)        

a)        

11. duï Ví
 

 

Giaûi 
 

(ñpcm). 44tanxcotx         

 x)tan2cotxtanxx(cotxtan2cotxtanxxcotA 2222



a)  

 

(ñpcm). 1v2uv4u4uv1v2u4uv2                  

v2u)v4u4uv(1)vu2uv2(1                  

v2u2uv)(1)vu2uv2(1                 

v2u2uv]v)[(uuv)2(1                 

]v2u)v(u[uv]2uvv)2[(u                 

)v(uuv)v2(uB :coù Ta  

1.vu
xcosv

xsinu
  Ñaët  

222222

222222

22222

22222

2222222

44222

2

2
























  1Caùch b)

 

(ñpcm). 1]x)cosx[(sin

x)xcos2sinxcosx(sin                

2v)(u4v4uvu2vu2v4uv2u                

2vu)v2uv2(u)2v(uv)2(uB:coù Ta  

x.xcossinv

xxcos2sinxcosxsinu

xxcossinv

xcosxsinu
  Ñaët  

2222
                         

22244

2222222

2222222

442

44882

22

44






























 2    Caùch

 

2ab.ba thì   
(3)           btanatan

  (2)   1bsinacos

(1)   1bcosasin

               

  vaø 1a b,a neáu  raèngminh Chöùng 

22

22




















βα

ββ

αα

12. duï Ví
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Giaûi 
 

a11)tan(btan1
cos

1btana(2)

b11)tan(atan1
cos

1batan(1)

lyù). (voâ 1a(2) töø 0,sin(3) töø 0,b0a Neáu 

22
2

2

22
2

2







ββ
β

β

αα
α

α

β

 

(5)   )thieát  giaû theo (   
a
b

tan
tan   ; 1)(4)a vì (

a1
b1

tan
tan:ñoù Do 2

2

2

2

 

2

2

2













β

α

β

α  

2

2

2

2

2

22

a
b

a2a1
b2b1

a
b

a1
b1(5) vaø (4) Töø 
















  

(ñpcm). b)a do (  2abba0b)2ab(ab)b)(a(a          

baa2bbbab2aa          22222222




 

 CHUÛ ÑEÀ 3 : GOÙC ( CUNG ) LIEÂN KEÁT 

 

:sau trò giaù caùc Tính 13. duï Ví  
 0cos150 a)  

3
2

cos 
π

b)  )765sin( 0c)  
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Giaûi 
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:coù ta ABC, giaùc tam trong minh Chöùng 16. duï Ví  
 sinCB)sin(A a)  CcosB)cos(A b)  
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






 
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thöùc. coâng nhö d c,  b,16a, duï Ví duïng söû Ta
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 CHUÛ ÑEÀ 4 : HAØM SOÁ LÖÔÏNG GIAÙC 

 

:sau soá  haømcuûa ñònh xaùc taäp Tìm 17. duï Ví  
 











1x

x
2cosy a)  tan3xy b)  

2
x

coty c)  

 sinx2y d)  
2sinx

cosx1
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
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

)sin(x
2cosxy 

2
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 

 .k,k2\ laø cho ñaõ soá  haømcuûa ñònh xaùc taäp Vaäy

.k,k2xk,k
2
x  khiñònh xaùc y soá Haøm 
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3

k
6

\ laø cho ñaõ soá  haømcuûa ñònh xaùc taäp Vaäy
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3

k
6

xk,k
2

3x  khiñònh xaùc y soá Haøm 

.1\ laø cho ñaõ soá  haømcuûa ñònh xaùc taäp Vaäy    
  1.x0 x  khiñònh xaùc y soá Haøm 
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 


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
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Z.f)
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Ze)
Rd)

k,k\ laø cho ñaõ soá  haømcuûa ñònh xaùc taäp Vaäy
k,kx)sin(x  khiñònh xaùc y soá Haøm 

.k,k\ laø cho ñaõ soá  haømcuûa ñònh xaùc taäp Vaäy
.k,kxsinx  khiñònh xaùc y soá Haøm 

 laø cho ñaõ soá  haømcuûa ñònh xaùc taäp neân x 0,sinx221sinx Vì 

π2

π202

π

π0

 

 

:sau soá  haømcaùc cuûa leû , chaün tính Xeùt 18. duï Ví  
 2cosxf(x) a)  2 5sinxg(x) b)  
 3tanxxsinx2cos h(x) 2 c)  xtan k(x) d)  
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





 

4
x2cos u(x)

πe)  x.cosxsin p(x) 44 f)  
 

Giaûi 
 

chaün. soá  haømlaø f(x)
f(x)2cosxx)2cos(x)f(

xx
:coù Ta    

. laø f(x) cuûa ñònh xaùc Taäp 
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leû.  khoângchaün,  khoângg(x) soá  haømVaäy     
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. laø g(x) cuûa ñònh xaùc Taäp 







R
RDb)
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Ví duï19. Chöùng minh raèng vôùi moãi haøm soá f(x)y  sau ta ñeàu coù        
   vôùi f(x))kf(x  π Zk , x thuoäc taäp xaùc ñònh cuûa haøm 

     x.2siny                  2sinxcosxy                   5x3tany 22  c)b)a)  
 

Giaûi 
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 f(x).5x3tan5)k(x3tan)kf(x:coù Ta 22  ππa)  
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
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. sin2xy soá  haømcuûa thò ñoà Veõ 
2
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 treân sin2xy soá  haømcuûa thieân  bieán baûngLaäp 

x f(x),)kf(x coù luoân ta k :minh Chöùng 
sin2x f(x)y soá  haømCho 
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:sau soá  haømcaùc cuûa thò ñoà Veõ 22. duï Ví  

 sinxy a)   xtany b)  

 sinxy  2c)  .
4

xsiny 





 

πd)  
 

Giaûi 
 

a) Ta coù: 









0sinx neáu  sinx
0sinx neáu sinx   

sinx   

Ñeå veõ ñöôïc ñoà thò sinxy   ta thöïc hieän nhö sau: 

Veõ ñoà thò sinxy  (ñaõ veõ ôû kieán thöùc caàn nhôù) 
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  Giöõ nguyeân phaàn ñoà thò sinxy  ôû phía treân truïc hoaønh Ox 
  Phaàn coøn laïi cuûa ñoà thò sinxy  ôû phía döôùi truïc hoaønh Ox, ta chæ caàn laáy 
ñoái xöùng qua truïc Ox. 
  Boû phaàn ñoà thò döôùi truïc hoaønh, ta ñöôïc ñoà thò caàn veõ. 
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y= sinx

y=sinx
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 b) Nhaän thaáy xtany   laø haøm soá chaün, do ñoù ñoà thò cuûa noù seõ nhaän truïc 

tung Oy laøm truïc ñoái xöùng. Ñeå veõ ñöôïc ñoà thò xtany   ta thöïc hieän caùc 
böôùc nhö sau: 
Veõ ñoà thò tanxy  (ñaõ veõ ôû kieán thöùc caàn nhôù ) 
Giöõ laïi phaàn ñoà thò tanxy  ôû phía coù hoaønh ñoä khoâng aâm, boû phaàn ñoà thò 
y = tanx ôû phía coù hoaønh ñoä aâm. 
 Laáy ñoái xöùng phaàn ñoà thò treân qua truïc tung Oy, ta ñöôïc ñoà thò caàn veõ. 
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 c) Ñeå veõ ñöôïc ñoà thò sinx2y  ta tieán haønh caùc böôùc nhö sau: 

  Veõ ñoà thò sinxy   
  Tònh tieán ñoà thò sinxy  theo truïc Oy leân phía treân moät ñoaïn coù ñoä daøi 
baèng 2, ta ñöôïc ñoà thò caàn veõ.     
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d) Ñeå veõ ñöôïc ñoà thò 






 
4

x π
siny  ta tieán haønh caùc böôùc nhö sau: 
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Veõ ñoà thò sinxy   
 Tònh tieán ñoà thò sinxy  sang phaûi theo truïc Ox moät ñoaïn coù ñoä daøi   

baèng
4
π , ta ñöôïc ñoà thò caàn veõ.  
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 Chuù y ù: Caâu c, d ta söû duïng ñònh lí tònh tieán ñoà thò: 

  Trong maët phaúng, cho ñoà thò (G):y=f(x), m, n laø hai soá tuyø yù. Khi ñoù: 
  Ñoà thò haøm soá mf(x)y  coù ñöôïc khi tònh tieán (G) leân treân m ñôn vò 
    neáu  m > 0, xuoáng döôùi  m  ñôn vò neáu m < 0. 
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CHUÛ ÑEÀ 7 : COÂNG THÖÙC NHAÂN 
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CHUÛ ÑEÀ 8 : COÂNG THÖÙC BIEÁN ÑOÅI 
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